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⊡ 第九章的主要目標是泰勒展開式 (泰勒級數)，不過我們希望能將他在哪些情況或範圍可以
使用以比較嚴謹的跟大家說明。

⊡ 所以我們會先探討級數的收斂性，而級數的收斂性又會跟對應的” 部分和” 數列收斂性相
關。因此我們會從數列的收斂性開始。

⊡ 數列可以想成離散的函數，因此又可以藉由之前連續函數的極限操作來幫助我們處理歛散
性!

9.1 數列

9.1.1 數列

9.1.2 數列的極限

Definition 9.1 (數列的極限). 設 {an} 是一個數列，L 是一個實數。如果任予一個 ε > 0，
都能找到 M > 0，使得 n > M 可以推得 |an − L| < ε，我們就稱數列 {an} 的極限 (limit)
是 L，記成

lim
n→∞

an = L

以 L 為極限的數列，也可稱為收斂到 L 的數列，或是簡稱為收斂 (converges) 數列；如果
數列的極限不存在就稱為發散 (diverges)。

Theorem 9.1 (數列的極限).
已知函數 f 在 x → ∞ 時有極限 L，亦即

lim
x→∞

f(x) = L

如果 f(n) = an, n 是正整數，則數列 {an} 亦以 L 為極限

lim
n→∞

an = L

Theorem 9.2 (數列極限的性質).
已知 limn→∞ an = L 和 limn→∞ bn = K，則有
1. limn→∞ (an ± bn) = L±K 2. limn→∞ can = cL, c 是任意實數
3. limn→∞(anbn) = LK 4. limn→∞

an
bn

= L
K

, bn ̸= 0 同時 K ̸= 0
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常用的排序方式 假設 a > 0 和 b > 1，則

lnn ≺ na ≺ bn ≺ n! ≺ nn

其中 an ≺ bn 表示 limn→∞
an
bn

= 0。

Theorem 9.3 (數列夾擠定理 (Squeeze Theorem for sequences)). 已知

lim
n→∞

an = L = lim
n→∞

bn

並且存在一個正整數 N 使得只要 n > N，不等式 an ≤ cn ≤ bn 成立，則

lim
n→∞

cn = L

Theorem 9.4 (絕對值定理 (Absolute Value Theorem)). 如果

lim
n→∞

|an| = 0 若且唯若 lim
n→∞

an = 0

9.1.3 察覺數列的規律

9.1.4 單調數列和有界數列

Definition 9.2 (單調數列 (Monotonic sequence)). 如果一個數列 {an} 的各項是遞增的

a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ an ≤ · · ·

或是遞減
a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ · · · ≥ an ≥ · · ·

我們就稱 {an} 是單調 (monotonic) 數列。

Definition 9.3 (有界數列 (Bounded sequence)).

1. 如果有一個實數 M，使得數列 {an} 中的每一項都滿足 an ≤ M，就稱數列 {an}
有上界 (bounded above)，而稱 M 是 {an} 的一個上界 (upper bound)。

2. 如果有一個實數 N，使得數列 {an} 中的每一項都滿足 an ≥ N，就稱數列 {an}
有下界 (bounded below)，而稱 N 是 {an} 的一個下界 (lower bound)。

3. 如果數列 {an} 同時有上界和下界，就稱 {an} 是有界 (bounded) 數列。

Theorem 9.5 (單調有界數列 (Bounded monotonic sequences)). 如果 {an} 是一個單
調有界的數列，則 {an} 一定收斂。



9.2. 級數和收斂 4

9.2 級數和收斂

9.2.1 無窮級數

Definition 9.4 (級數收斂或發散). 以 Sn = a1 + a2 + · · · + an 表無窮級數
∑∞

n=1 an
的 第 n 項部分和 (nth partial sum)。如果數列 {Sn} 收斂到 S，則級數

∑∞
n=1 an 收斂

(converges)，並且以 S 為級數和 (sum of the series) 表示成

S = a1 + a2 + · · ·+ an + · · · 或 S =
∞∑
n=1

an

如果 {Sn} 發散，則
∑∞

n=1 an 發散 (diverges)。

⊡ 級數
∑∞

n=1

(
1
n
− 1

n+1

)
=

(
1
1
− 1

2

)
+
(
1
2
− 1

3

)
+
(
1
3
− 1

4

)
+ · · · 是一個所謂的裂項相消級數

(telescoping series)，有如一個用無窮多個由大到小的套筒套成的望遠鏡，以下列型式
呈現

(b1 − b2) + (b2 − b3) + (b3 − b4) + (b4 − b5) + · · ·

注意到加上第二項時，b2 消去；加上第三項時，b3 消去等等，由於第 n 個部分和是

Sn = b1 − bn+1

所以裂項相消級數收斂的充分必要條件是當 n → ∞ 時，bn 有極限。此時，級數的和是

S = b1 − lim
n→∞

bn+1

9.2.2 幾何級數

Theorem 9.6 (幾何級數的收斂和發散). 如果幾何級數 (geometric series)的公比為 r，
當 |r| ≥ 1 時，級數發散；而當 0 < |r| < 1 時，級數收斂，其和為

∞∑
n=0

arn =
a

1− r
, 0 < |r| < 1

Theorem 9.7 (無窮級數的性質). 如果
∑∞

n=1 an = A,
∑∞

n=1 bn = B，而 c 是一個實數，
則下列級數會收斂到等號右邊的和。

1.
∑∞

n=1 can = cA

2.
∑∞

n=1(an + bn) = A+B

3.
∑∞

n=1(an − bn) = A− B

9.2.3 利用一般項檢驗發散

Theorem 9.8 (收斂級數一般項的級數). 如果
∑∞

n=1 an 收斂，則 limn→∞ an = 0。

Theorem 9.9 (利用一般項檢驗發散). 如果 limn→∞ an ̸= 0，則
∑∞

n=1 an 發散。
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9.3 級數檢定和 p 級數

9.3.1 積分檢定

Theorem 9.10 (積分檢定 (Integral Test)). 如果 f 在 (1,∞] 上是一個正的、連續並且
遞減的函數，令 an = f(n)，則

∞∑
n=1

an 和
∫ ∞

1

f(x) dx

同時收斂，或同時發散。

⊡ 注意在各檢定法中，如果級數每項都有定義的話，則前幾項結果不會影響到歛散性的判
斷。

⊡ 積分檢定法會需要遞減和恆正的條件來確保曲線下的面積 (瑕積分結果) 和長方形組起來的
面積 (級數的和) 行為是類似的!

9.3.2 p-級數與調和級數
⊡ 在本章節後半，我們要研究另一型的級數，此類級數具下列型式

∞∑
n=1

1

np
=

1

1p
+

1

2p
+

1

3p
+ · · ·

稱為 p 級數 (p-series)，其中 p 是一個正數，判斷 p 級數的歛散性非常簡單，見下面定
理 9.11。當 p = 1 時，級數

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·

稱為調和級數 (harmonic series)。

⊡ 形如
∑

1
(an+b)

稱為 廣義調和級數 (general harmonic series)。
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Theorem 9.11 (p-級數的收斂與發散). p 級數 (p-series)

∞∑
n=1

1

np
=

1

1p
+

1

2p
+

1

3p
+

1

4p
+ · · ·

1. 當 p > 1 時，p-級數收斂。

2. 當 0 < p ≤ 1 時，p-級數發散。

9.4 級數的比較

⊡ 此章節分為直接比較和極限比較法，這兩者主要要先找出和題目相似且我們會的級數 (例
如我們常會選擇等比級數或 p-級數)，然後再進行論證。

⊡ 極限比較法相較於直接比較法來說適用的層面更廣，因為兩級數之間不需建立明確的大小
關係，只要確定兩數列之比的極限為正數，則兩級數享有一樣的斂散性。

9.4.1 (直接) 互比檢定

Theorem 9.12 (直接互比檢定 (Direct Comparison Test)). 已知 0 < an ≤ bn 對於所
有 n 都成立。

1. 如果
∑∞

n=1 bn 收斂，則
∑∞

n=1 an 收斂。

2. 如果
∑∞

n=1 an 發散，則
∑∞

n=1 bn 發散。

9.4.2 極限互比檢定

Theorem 9.13 (極限互比檢定 (Limit Comparison Test)). 假設 an > 0, bn > 0 並且

lim
n→∞

(
an
bn

)
= L

其中 L 是一個有限的正數，則
∑

an 和
∑

bn 同時收斂或同時發散。
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9.5 交錯級數

9.5.1 交錯級數

Theorem 9.14 (交錯級數檢定 (Alternating Series Test)). 令 an > 0，交錯級數

∞∑
n=1

(−1)nan and
∞∑
n=1

(−1)n+1an

只要滿足下列兩個條件

1. limn→∞ an = 0

2. 對於所有的 n, an+1 ≤ an，交錯級數就會收斂。

⊡ 交錯級數檢定法有兩個重要條件 (忘掉正負符號的一般項遞減且趨近於零) 都要成立，我們
在例題 3 有舉了兩個已知發散的級數的例子來說明只要其中一種不成立的話則級數不一定
會收斂。

⊡ 注意到交錯級數判別法只是必要條件，當判別的條件不滿足時，定理不適用；必須要用別
的檢定法判定交錯級數發散。

9.5.2 交錯級數的餘項

Theorem 9.15 (交錯級數餘項 (Alternating Series Remainder)). 如果一個收斂的交
錯級數一般項滿足 an+1 ≤ an，則其餘項 RN = S − SN 的絕對值滿足

|S − SN | = |RN | ≤ aN+1

9.5.3 絕對和條件收斂

Definition 9.5 (絕對和條件收斂).

1. 如果
∑

|an| 收斂，我們稱
∑

an 絕對收斂 (absolutely convergent)。

2. 如 果
∑

an 收 斂 但 是
∑

|an| 發 散， 我 們 稱
∑

an條件收斂
(conditionally convergent)。

Theorem 9.16 (絕對收斂 (Absolute convergence)). 如果級數
∑

|an| 收斂，則級數∑
an 也會收斂。

9.5.4 級數的重排

⊡ 我們進一步把收斂性再區分為絕對和條件收斂，主要原因是這兩種收斂在級數重排下的行
為差異非常多! 也就是無限多個數字相加只有在絕對收斂的情況下才有交換律。
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9.6 比例與根式檢定

9.6.1 比例檢定

Theorem 9.17 (比例檢定 (Ratio Test)). 令
∑

an 表一個一般項不為 0 的級數。

1. 如果 limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ < 1 則
∑

an 絕對收斂。

2. 如果 limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ > 1 或 limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = ∞ 則
∑

an 發散。

3. 如果 limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = 1，本檢定暫無結論。

9.6.2 根式檢定

Theorem 9.18 (根式檢定 (Root Test)). 令
∑

an 表一個級數，

1. 如果 limn→∞
n
√

|an| < 1 則
∑

an 絕對收斂。

2. 如果 limn→∞
n
√

|an| > 1 或 limn→∞
n
√
|an| = ∞ 則

∑
an 發散。

3. 如果 limn→∞
n
√

|an| = 1，表檢定暫無結論。

⊡ 比值檢定法的想法是類於於等比級數的操作，以後項除以前項定義出廣義的公比，加絕對
值再取極限之後會以 1 為分界。

⊡ 根式檢定法的想法也是來自於等比級數，因為將等比級數的一般項取絕對值開 n 次根號後
就會出現公比。注意到極限值若為 1，則檢定失效。

9.6.3 檢定的策略

檢定歛散性的指導原則

⊡ 觀察一般項是否趨近 0？如果不是的話，級數發散。

⊡ 是否級數有特別的形式-幾何級數、p-級數、裂項相消級數或交錯級數？

⊡ 是否有一個恰當的已知級數可以用來互相比較？

⊡ 比例檢定，根式檢定或積分檢定能否用上？
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9.7 泰勒多項式和近似值

9.7.1 基本函數的多項式近似

9.7.2 泰勒和馬克勞林多項式

Definition 9.6 (n 次泰勒和馬克勞林多項式). 如果 f 在 c 有 n 階導數則

Pn(x) = f(c) + f ′(c)(x− c) +
f ′′(c)

2!
(x− c)2 + · · ·+ f (n)(c)

n!
(x− c)n

稱為 f 在 c 的 n 階泰勒多項式 (nth Taylor polynomial for f at c)，如果 c = 0，則

Pn(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn

也稱為 f 在 c 的 n 階馬克勞林多項式 (nth Maclaurin polynomial for f at c)。

⊡ 泰勒多項式的直覺在於利用函數在某一點的局部導數資訊構造一個多項式，使得該多項式
在該點及其鄰域內與原函數的值、斜率、曲率等特性完全一致。

⊡ 這個多項式在那一點附近能精確反映函數的行為，並且隨著多項式階數的提高，近似效果
也會越來越好 (但其趨勢仍主要由低次項決定，高次項對整體趨勢影響力會遞減所以才會
除以 n!)。

⊡ 我們也可以用數學繪圖軟體透過圖形的方法感受函數及其泰勒多項式的相關性
https://www.geogebra.org/m/TDjHnQRS

9.7.3 泰勒多項式的餘項

Theorem 9.19 (泰勒定理 (Taylor’s Theorem)). 如果 f 在一個包含 c 的區間 I 上可以
連續微分 n+ 1 次，則對任一個 I 中的 x，都會在 x 和 c 之間存在一點 z 使得

f(x) = f(c) + f ′(c)(x− c) +
f ′′(c)

2!
(x− c)2 + · · ·+ f (n)(c)

n!
(x− c)n +Rn(x)

式中

Rn(x) =
f (n+1)(z)

(n+ 1)!
(x− c)n+1

⊡ 注意當 n = 0 時會回到一般的均值定理。

⊡ 當 limn→∞ Rn = 0 則泰勒級數收斂到原函數和冪級數收斂這兩件事會相等，我們稱此類
函數為解析函數。常見的多項式、指數函數、對數函數或三角函數都是解析函數。

⊡ 我們只知道 z 是在中心點 c 和要估計的點 x 之間的某數，實務上我們會用這個關係建立
不等式來估計誤差是多少。

https://www.geogebra.org/m/TDjHnQRS
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9.8 冪級數

9.8.1 冪級數

Definition 9.7 (冪級數). 假設 x 表示一個變數，形如下的無窮級數

∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + · · ·+ anx

n + · · ·

稱為一個冪級數 (power series)。一般來說，如果以 x− c 代換 x，得到形狀如下的冪級數

∞∑
n=0

an(x− c)n = a0 + a1(x− c) + a2(x− c)2 + a3(x− c)3 + · · ·+ an(x− c)n + · · ·

稱為一個以 c 為中心的冪級數 (power series centered at c)，c 為常數。

⊡ 前幾節所學的是無窮級數，現在要把函數的概念結合，變成每代入一個數都要問一次級數
的收斂或發散，函數的定義域是代值後使這些級數收斂所成的集合。

⊡ 冪級數是屬於函數項級 (級數的一般項為函數) 數的一種，可以看成是無窮多項的多項式，
至於一般的函數項級數會在高等微積分做討論。

9.8.2 收斂半徑和收斂區間

Theorem 9.20 (冪級數的歛散性). 一個以 c 為中心的冪級數，必滿足下列三者之一。

1. 此級數只在 c 收斂。

2. 存在一個實數 R > 0，使得此級數在 |x− c| < R 時絕對收斂，而在 |x− c| > R 時發
散。

3. 對於所有的 x，此級數絕對收斂。

R 稱為此冪級數的收斂半徑 (radius of convergence)，如果級數只在 c 收斂，收斂半
徑為 R = 0；而如果級數對於所有的 x 都收斂，則收斂半徑 R = ∞，至於收斂區間
(interval of convergence)就是使此冪級數收斂的 x 全體。

⊡ 冪級數的收斂直接利用比值判別法的結果而得，而結果只會有三種並分別對應到不同的收
斂半徑。注意端點的收斂性總是要另外討論來得到收斂區間。
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9.8.3 在端點的歛散性

9.8.4 冪級數的微分和積分

Theorem 9.21 (以冪級數定義函數的性質). 下面是一個以冪級數表示的函數 f(x)

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− c)n

= a0 + a1(x− c) + a2(x− c)2 + a3(x− c)3 + · · ·

假設收斂半徑 R > 0，則在區間 (c − R, c + R) 上 f 可微 (因此連續)。f 的導函數和反導
函數可以逐項計算如下：

1. f ′(x) =
∑∞

n=1 nan(x− c)n−1 = a1 + 2a2(x− c) + 3a3(x− c)2 + · · ·

2.
∫
f(x) dx = C +

∑∞
n=0 an

(x−c)n+1

n+1
= C + a0(x− c) + a1

(x−c)2

2
+ a2

(x−c)3

3
+ · · ·

以上兩式以 f(x) 右端逐項微分和積分得出的冪級數，其收斂半徑和 f(x) 一樣都是 R。但是
收斂區間可能因為各自在端點的行為而有差異。

9.9 以冪級數表示函數

9.9.1 幾何冪級數

幾何級數 (geometric series)
∑∞

n=0 x
n = 1

1−x
若且唯若 |x| < 1。

9.9.2 冪級數的運算

冪級數的運算規則 令 f(x) =
∑

anx
n 和 g(x) =

∑
bnx

n，則

1. f(kx) =
∑∞

n=0 ank
nxn

2. f(xN) =
∑∞

n=0 anx
nN

3. f(x)± g(x) =
∑∞

n=0(an ± bn)x
n

⊡ 冪級數的微分和積分收斂半徑不變但端點的收斂行為可能會改變。

⊡ 收斂半徑為 R 的冪級數乘上一個純量 k 後收斂半徑會變成 R/|k|，而帶入 xN 後收斂半
徑會變成 R1/N。

⊡ 兩個冪級數進行加減乘除時所得新級數的收斂區間為兩個原冪級數的交集。
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9.10 泰勒和馬克勞林級數

9.10.1 泰勒和馬克勞林級數

Theorem 9.22 (收斂冪級數的型式 (The form of a convergent power series)). 如果
冪級數

∑
an(x − c)n 在一個包含 c 的開區間 I 上代表函數 f，亦即對所有 I 中的 x 恆有

f(x) =
∑

an(x− c)n 則 an = f (n)(c)/n!，且

f(x) = f(c) + f ′(c)(x− c) +
f ′′(c)

2!
(x− c)2 + · · ·+ f (n)(c)

n!
(x− c)n + · · ·

Definition 9.8 (泰勒和馬克勞林級數). 如果函數 f 在 x = c 無窮次可微，則我們稱下列級
數

∞∑
n=0

f (n)(c)

n!
(x− c)n = f(c) + f ′(c)(x− c) + · · ·+ f (n)(c)

n!
(x− c)n + · · ·

為泰勒級數 (Taylor series)； 如 果 c = 0， 此 級 數 也 稱 為 f 的馬克勞林級數
(Maclaurin series)。

Theorem 9.23 (泰勒級數的歛散性). 如果對區間 I 中所有的 x 都有 limn→∞ Rn = 0，則
f 的泰勒級數會收斂並且收斂值等於 f(x)，

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(c)

n!
(x− c)n

求泰勒級數的指導原則

1. 連續微 f(x) 若干次後，在 x = c 求各階導數。

f(c), f ′(c), f ′′(c), f ′′′(c), . . . , f (n)(c), . . .

看看可否找出規律。

2. 以係數 an = f (n)(c)/n! 寫下泰勒級數

f(c) + f ′(c)(x− c) +
f ′′(c)

2!
(x− c)2 + · · ·+ f (n)(c)

n!
(x− c)n + · · ·

並決定收斂區間。

3. 在收斂區間中，決定此一冪級數是否收斂到 f(x)。

⊡ 泰勒級數可以看做是高階的逼近或高階的均值定理。

⊡ 泰勒級數可以用來估計一些無法用解析方法求出的積分問題或估計函數值。另外也可以藉
由替代掉原函數來用於極限計算以及判斷級數歛散性。

⊡ 泰勒級數的另一個應用是計算高階導數。
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9.10.2 二項級數

9.10.3 基本泰勒級數表
基本函數的冪級數

函數 收斂區間
1

x
= 1− (x− 1) + (x− 1)2 − (x− 1)3 + (x− 1)4 − · · ·+ (−1)n(x− 1)n + · · · 0 < x < 2

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + x4 − x5 + · · ·+ (−1)nxn + · · · − 1 < x < 1

lnx = (x− 1)− (x− 1)2

2
+

(x− 1)3

3
− (x− 1)4

4
+ · · ·+ (−1)(n−1)(x− 1)n

n
+ · · · 0 < x ≤ 2

ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · −∞ < x < ∞

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+

x9

9!
− · · ·+ (−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · −∞ < x < ∞

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+

x8

8!
− · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ · · · −∞ < x < ∞

arctanx = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+

x9

9
− · · ·+ (−1)nx2n+1

2n+ 1
+ · · · − 1 ≤ x ≤ 1

arcsinx = x+
x3

2 · 3
+

1 · 3x5

2 · 4 · 5
+

1 · 3 · 5x7

2 · 4 · 6 · 7
+ · · ·+ (2n)!x2n+1

(2nn!)2(2n+ 1)
+ · · · − 1 ≤ x ≤ 1

(1 + x)k = 1 + kx+
k(k − 1)x2

2!
+

k(k − 1)(k − 2)x3

3!
+

k(k − 1)(k − 2)(k − 3)x4

4!
+ · · · − 1 < x < 1

註：最後一個級數中端點 x = ±1 的歛散性與 k 值有關。
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INDEX

f 在 c 的 n 階泰勒多項式 nth Taylor polyno-
mial for f at c, 9

f 在 c 的 n 階馬克勞林多項式 nth Maclaurin
polynomial for f at c, 9

absolute convergence 絕對收斂, 7
Absolute Value Theorem 絕對值定理, 3
absolutely convergent series 絕對收斂級數, 7
Alternating Series Remainder 交錯級數餘項,

7
Alternating Series Test 交錯級數檢定, 7
arcsine function 反正弦函數

series for 級數, 13
arctangent function 反正切函數

series for 級數, 13

bounded 有界
above 上, 3
below 下, 3
sequence 數列, 3

center 中心
of a power series 冪級數, 10

comparison test 比較審斂法
direct 直接, 6
limit 極限, 6

conditional convergence 條件收斂, 7
conditionally convergent series 條件收斂級數,

7
convergence 收斂

absolute 絕對, 7
conditional 條件, 7
interval of 區間, 10, 11
of p-series p 級數, 6
of a geometric series 幾何級數, 4
of a power series 冪級數, 10
of a sequence 數列, 2
of a series 級數, 4
of Taylor series 泰勒級數, 12
radius of 半徑, 10, 11
tests for series 級數檢定

Alternating Series Test 交錯級數檢定,
7

Direct Comparison Test 互比檢定, 6
geometric series 幾何級數, 4
guidelines 導引, 8
Integral Test 積分檢定, 5
Limit Comparison Test 極限互比檢定,

6
p-series p 級數, 6
Ratio Test 比例檢定, 8
Root Test 根式檢定, 8

convergent power series, form of 收斂冪級數，
型式, 12

convergent series, limit of nth term of 收斂級
數，n 項的極限, 4

converge 收斂, 2, 4
cosine function 餘弦函數

series for 級數, 13

differentiation 微分
of power series 冪級數, 11

Direct Comparison Test 直接互比檢定, 6
divergence 發散

of a sequence 數列, 2
of a series 級數, 4
tests for series 級數檢定
nth-Term Test 第 n 項檢定, 4
Direct Comparison Test 互比檢定, 6
geometric series 幾何級數, 4
guidelines 導引, 8
Integral Test 積分檢定, 5
Limit Comparison Test 極限互比檢定,

6
p-series p 級數, 6
Ratio Test 比例檢定, 8
Root Test 根式檢定, 8

diverge 發散, 2, 4
domain 定義域

of a power series 冪級數, 10

elementary function(s) 基本函數
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polynomial approximation of多項式近似,
9

power series for 冪級數, 13
error 誤差

in approximating a Taylor polynomial 近
似泰勒多項式, 9

exponential function 指數函數
series for 級數, 13

form of a convergent power series 收斂冪級數
的型式, 12

function(s) 函數
defined by power series, properties of 定
義冪級數，性質, 11

general harmonic series 廣義調和級數, 5
geometric series 幾何級數, 4, 11

convergence of 收斂, 4
divergence of 發散, 4

guidelines 導引
for finding a Taylor series 計算泰勒級數,

12
for testing a series for convergence or di-

vergence 檢定級數的收斂或發散, 8

harmonic series 調和級數, 5

infinite series (or series) 無窮級數
nth partial sum 第 n 項部分和, 4
p-series p 級數, 5
absolutely convergent 絕對收斂, 7
alternating 交錯

remainder 餘項, 7
conditionally convergent 條件收斂, 7
convergence of 收斂, 4
convergent, limit of nth term 收斂，n 項
的極限, 4

divergence of 發散, 4
nth term test for 第 n 項檢定, 4

guidelines for testing for convergence or
divergence of 檢定收斂或發散的導引,
8

harmonic 調和, 5
p-series p 級數, 6
properties of 性質, 4
sum of 和, 4
terms of 項, 4

Integral Test 積分檢定, 5
integration 積分

of power series 冪級數, 11
interval of convergence 收斂區間, 10

Limit Comparison Test 極限互比檢定, 6
limit(s) 極限

of nth term of a convergent series 收斂級
數的第 n 項, 4

of a sequence 數列, 2
properties of 性質, 2

lower bound of a sequence 數列下界, 3

Maclaurin series 馬克勞林級數, 12
monotonic sequence 單調數列, 3

bounded 有界, 3

natural exponential function 自然指數函數
series for 級數, 13

natural logarithmic function 自然對數函數
series for 級數, 13

nth Maclaurin polynomial for f at c f 在 c
的 n 階馬克勞林多項式, 9

nth partial sum 第 n 項部分和, 4
nth Taylor polynomial for f at c f 在 c 的 n

階泰勒多項式, 9
nth term 第 n 項

of a convergent series 收斂級數, 4
nth-Term Test for Divergence 發散第 n 項檢

定, 4

operations 運算
with power series 冪級數, 11

p 級數 p-series, 5
收斂 convergence of, 6
發散 divergence of, 6
調和 harmonic, 5, 6

p-series p 級數, 5
convergence of 收斂, 6
divergence of 發散, 6
harmonic 調和, 5, 6

partial sums, sequence of 部分和，數列, 4
power series 冪級數, 10

centered at c 中心在 c, 10
convergence of 收斂, 10
convergent, form of 收斂，型式, 12
differentiation of 微分, 11
domain of 定義域, 10
for elementary functions 基本函數, 13
integration of 積分, 11
interval of convergence 收斂區間, 10
operations with 運算, 11
properties of functions defined by 函數性
質, 11

interval of convergence of 收斂區間, 11
radius of convergence of 收斂半徑, 11
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radius of convergence 收斂半徑, 10
properties 性質

of functions defined by power series 用冪
級數定義的函數, 11

of infinite series 無窮級數, 4
of Limits of sequences 數列的極限, 2

radius 半徑
of convergence 收斂, 10

Ratio Test 比例檢定, 8
remainder 餘項

alternating series 交錯級數, 7
of a Taylor polynomial 泰勒多項式, 9

Root Test 根式檢定, 8

sequence 數列
Absolute Value Theorem 絕對值定理, 3
bounded above 有上界, 3
bounded below 有下界, 3
bounded monotonic 有界單調, 3
bounded 有界, 3
convergence of 收斂, 2
divergence of 發散, 2
limit of 極限, 2

properties of 性質, 2
lower bound of 下界, 3
monotonic 單調, 3
of partial sums 部分和, 4
Squeeze Theorem 挾擠定理, 3
upper bound of 上界, 3

series 級數
nth partial sum 第 n 個部分和, 4
nth term of convergent 收斂的第 n 項, 4
p-series p 級數, 5
absolutely convergent 絕對收斂, 7
Alternating Series Test 交錯級數檢定, 7
conditionally convergent 條件收斂, 7
convergence of 收斂, 4
convergent, limit of nth term 收斂，第 n
項的極限, 4

Direct Comparison Test 互比檢定, 6
divergence of 發散, 4
nth term test for 第 n 項檢定, 4

geometric 幾何
convergence of 收斂, 4
divergence of 發散, 4

guidelines for testing for convergence or
divergence 檢定收斂或發散導引, 8

harmonic 調和, 5
infinite 無窮

properties of 性質, 4

Integral Test 積分檢定, 5
Limit Comparison Test 極限互比檢定, 6
Maclaurin 馬克勞林, 12
p-series p 級數, 6
power 冪, 10
Ratio Test 比例檢定, 8
Root Test 根式檢定, 8
sum of 和, 4
Taylor 泰勒, 12
terms of 項, 4

sine function 正弦函數
series for 級數, 13

Squeeze Theorem 挾擠定理
for sequences 數列, 3

sum(s) 和
nth partial 第 n 項部分, 4
of a series 級數, 4
sequence of partial 部份數列, 4

Taylor polynomial 泰勒多項式
error in approximating 近似誤差, 9
remainder, Lagrange form of 拉格朗日形
式的餘項, 9

Taylor series 泰勒級數, 12
convergence of 收斂, 12
guidelines for finding 計算導引, 12

Taylor’s Theorem 泰勒定理, 9
telescoping series 裂項相消級數, 4
terms 項

of a series 級數, 4
test(s) 檢定

for convergence 收斂
Alternating Series 交錯, 7
Direct Comparison 互比, 6
geometric series 幾何級數, 4
guidelines 導引, 8
Integral 積分, 5
Limit Comparison 極限互比, 6
p-series p 級數, 6
Ratio 比例, 8
Root 根式, 8

Test 檢查法
for convergence 收斂

Integral 積分, 5
Theorem 定理

Absolute Value 絕對值, 3
Squeeze 挾擠

for sequences 數列, 3
Taylor’s 泰勒, 9

upper bound 上界
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of a sequence 數列, 3

上界 upper bound
數列 of a sequence, 3

中心 center
冪級數 of a power series, 10

交錯級數檢定 Alternating Series Test, 7
交錯級數餘項 Alternating Series Remainder,

7

冪級數 power series, 10
中心在 c centered at c, 10
函數性質 properties of functions defined

by, 11
收斂區間 interval of convergence of, 11
收斂半徑 radius of convergence of, 11
基本函數 for elementary functions, 13
定義域 domain of, 10
微分 differentiation of, 11
收斂 convergence of, 10
收斂區間 interval of convergence, 10
收斂半徑 radius of convergence, 10
收斂，型式 convergent, form of, 12
積分 integration of, 11
運算 operations with, 11

函數 function(s)
定義冪級數，性質 defined by power se-

ries, properties of, 11
半徑 radius
收斂 of convergence, 10

反正切函數 arctangent function
級數 series for, 13

反正弦函數 arcsine function
級數 series for, 13

和 sum(s)
第 n 項部分 nth partial, 4
級數 of a series, 4
部份數列 sequence of partial, 4

單調數列 monotonic sequence, 3
有界 bounded, 3

基本函數 elementary function(s)
冪級數 power series for, 13
多項式近似 polynomial approximation of,

9
定理 Theorem
挾擠 Squeeze
數列 for sequences, 3
泰勒 Taylor’s, 9
絕對值 Absolute Value, 3

定義域 domain
冪級數 of a power series, 10

導引 guidelines
檢定級數的收斂或發散 for testing a series

for convergence or divergence, 8
計算泰勒級數 for finding a Taylor series,

12
幾何級數 geometric series, 4, 11
收斂 convergence of, 4
發散 divergence of, 4

廣義調和級數 general harmonic series, 5
微分 differentiation
冪級數 of power series, 11

性質 properties
數列的極限 of Limits of sequences, 2
無窮級數 of infinite series, 4
用冪級數定義的函數 of functions defined

by power series, 11
指數函數 exponential function
級數 series for, 13

挾擠定理 Squeeze Theorem
數列 for sequences, 3

收斂 converge, 2, 4
收斂 convergence

p 級數 of p-series, 6
冪級數 of a power series, 10
區間 interval of, 10, 11
半徑 radius of, 10, 11
幾何級數 of a geometric series, 4
數列 of a sequence, 2
條件 conditional, 7
泰勒級數 of Taylor series, 12
級數 of a series, 4
級數檢定 tests for series

p 級數 p-series, 6
互比檢定 Direct Comparison Test, 6
交錯級數檢定 Alternating Series Test,

7
導引 guidelines, 8
幾何級數 geometric series, 4
根式檢定 Root Test, 8
極限互比檢定 Limit Comparison Test,

6
比例檢定 Ratio Test, 8
積分檢定 Integral Test, 5
絕對 absolute, 7

收斂冪級數的型式 form of a convergent power
series, 12

收斂冪級數，型式 convergent power series,
form of, 12

收斂區間 interval of convergence, 10
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收斂級數，n項的極限 convergent series, limit
of nth term of, 4

數列 sequence
上界 upper bound of, 3
下界 lower bound of, 3
單調 monotonic, 3
挾擠定理 Squeeze Theorem, 3
收斂 convergence of, 2
有上界 bounded above, 3
有下界 bounded below, 3
有界 bounded, 3
有界單調 bounded monotonic, 3
極限 limit of, 2
性質 properties of, 2
發散 divergence of, 2
絕對值定理 Absolute Value Theorem, 3
部分和 of partial sums, 4

數列下界 lower bound of a sequence, 3
有界 bounded
上 above, 3
下 below, 3
數列 sequence, 3

根式檢定 Root Test, 8
條件收斂 conditional convergence, 7
條件收斂級數 conditionally convergent series,

7
極限 limit(s)
收斂級數的第 n 項 of nth term of a con-

vergent series, 4
數列 of a sequence, 2
性質 properties of, 2

極限互比檢定 Limit Comparison Test, 6
檢定 test(s)
收斂 for convergence

p 級數 p-series, 6
互比 Direct Comparison, 6
交錯 Alternating Series, 7
導引 guidelines, 8
幾何級數 geometric series, 4
根式 Root, 8
極限互比 Limit Comparison, 6
比例 Ratio, 8
積分 Integral, 5

檢查法 Test
收斂 for convergence
積分 Integral, 5

正弦函數 sine function
級數 series for, 13

比例檢定 Ratio Test, 8
比較審斂法 comparison test

極限 limit, 6
直接 direct, 6

泰勒多項式 Taylor polynomial
拉格朗日形式的餘項 remainder, Lagrange

form of, 9
近似誤差 error in approximating, 9

泰勒定理 Taylor’s Theorem, 9
泰勒級數 Taylor series, 12
收斂 convergence of, 12
計算導引 guidelines for finding, 12

無窮級數 infinite series (or series)
p 級數 p-series, 5
p 級數 p-series, 6
交錯 alternating
餘項 remainder, 7
和 sum of, 4
性質 properties of, 4
收斂 convergence of, 4
收斂，n項的極限 convergent, limit of nth

term, 4
條件收斂 conditionally convergent, 7
檢定收斂或發散的導引 guidelines for test-

ing for convergence or divergence of,
8

發散 divergence of, 4
第 n 項檢定 nth term test for, 4
第 n 項部分和 nth partial sum, 4
絕對收斂 absolutely convergent, 7
調和 harmonic, 5
項 terms of, 4

發散 diverge, 2, 4
發散 divergence
數列 of a sequence, 2
級數 of a series, 4
級數檢定 tests for series

p 級數 p-series, 6
互比檢定 Direct Comparison Test, 6
導引 guidelines, 8
幾何級數 geometric series, 4
根式檢定 Root Test, 8
極限互比檢定 Limit Comparison Test,

6
比例檢定 Ratio Test, 8
積分檢定 Integral Test, 5
第 n 項檢定 nth-Term Test, 4

發散第 n 項檢定 nth-Term Test for Diver-
gence, 4

直接互比檢定 Direct Comparison Test, 6
積分 integration
冪級數 of power series, 11
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積分檢定 Integral Test, 5
第 n 項 nth term
收斂級數 of a convergent series, 4

第 n 項部分和 nth partial sum, 4
級數 series

p 級數 p-series, 5
p 級數 p-series, 6
互比檢定 Direct Comparison Test, 6
交錯級數檢定 Alternating Series Test, 7
冪 power, 10
和 sum of, 4
幾何 geometric
收斂 convergence of, 4
發散 divergence of, 4
收斂 convergence of, 4
收斂的第 n 項 nth term of convergent, 4
收斂，第 n 項的極限 convergent, limit of

nth term, 4
根式檢定 Root Test, 8
條件收斂 conditionally convergent, 7
極限互比檢定 Limit Comparison Test, 6
檢定收斂或發散導引 guidelines for testing

for convergence or divergence, 8
比例檢定 Ratio Test, 8
泰勒 Taylor, 12
無窮 infinite
性質 properties of, 4
發散 divergence of, 4
第 n 項檢定 nth term test for, 4
積分檢定 Integral Test, 5
第 n 個部分和 nth partial sum, 4
絕對收斂 absolutely convergent, 7
調和 harmonic, 5
項 terms of, 4
馬克勞林 Maclaurin, 12

絕對值定理 Absolute Value Theorem, 3
絕對收斂 absolute convergence, 7
絕對收斂級數 absolutely convergent series, 7

自然對數函數 natural logarithmic function
級數 series for, 13

自然指數函數 natural exponential function
級數 series for, 13

裂項相消級數 telescoping series, 4
誤差 error
近似泰勒多項式 in approximating a Tay-

lor polynomial, 9
調和級數 harmonic series, 5

運算 operations
冪級數 with power series, 11

部分和，數列 partial sums, sequence of, 4
項 terms
級數 of a series, 4

餘弦函數 cosine function
級數 series for, 13

餘項 remainder
交錯級數 alternating series, 7
泰勒多項式 of a Taylor polynomial, 9

馬克勞林級數 Maclaurin series, 12
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